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境界層吸い込みは, 航空機まわりの流れを制御する手法の一つである。ここでは, 非

圧縮性粘性定常流れ中に一様流に対して角度 0でおかれた半無限長の二次元平板上

に発達する層流境界層について考える。図 1 に示されているように, x-y 座標系を定義

し, x 軸と y 軸に沿った流速成分を, それぞれ U, V で表す。一様流速度を Uとし, 平

板表面に沿って圧力勾配は存在しないとする。平板の全域にわたって多数の微小な孔

が設けられており, 平板下方に置かれた吸い込みポンプによって一定速度 V0 ( >0 )で

の吸い込みが平板の表面全域にわたって均一に行われている。すなわち 0y  において, 

0U  , 0V V  が成り立つ。空気密度を , 動粘性係数を  とする（共に一定）。以下

では, 添字 0 は板表面（ 0y  ）を意味する。添字 f は, 前縁から十分に離れた下流で

の x 位置を表す。以下の問いに答えよ。 

 

 

 

 

 

 

 

第 1 問 この半無限長平板の前縁から十分に離れた下流での層流境界層について考

える。 

 

1. 次に示す(1)式と(2)式を用いて, 速度分布
f
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 
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を y の関数として求めよ。前縁から

十分に離れた下流における流れの特性は x に無関係と考えてよい。 
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ここで P は圧力である。 

2. 排除厚さ *
f と板表面における粘性せん断応力  f 0

 を求めよ。排除厚さの定義は
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中谷辰爾
テキストボックス
流体力学（午前）



第 2 問 前縁と前縁から十分に離れた下流の間で発達するこの層流境界層の速度分

布を近似的に得ることを考えたい。そこで, この境界層の速度分布 ( )
U

g
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


 を
*

y




の関数として表す。前縁では, 主流方向に圧力勾配がなく吸い込みも行われていない

平板上に形成される Blasius 型層流境界層の速度分布 B( )F  を上流方向への極限形とし

て与える。また第 1 問で扱った層流境界層の速度分布 f ( )F  を下流方向への極限形と

して与える。両者の間を内挿する形で, 一般化された速度分布は(3)式のように表わさ

れる。K はパラメータであり, x の関数である。 
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ここで 0( )g と 0( )g はそれぞれ 0  における
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の値を表すとしたときに, 0( )g

と 0( )g の間に成り立つ関係式を(2)式を利用して求めよ。 

 

第 3 問 K は に依らないと仮定して(3)式を微分することによって, 板表面において

成り立つ以下の式が得られる。なお,    d

d
  である。 

 0 B 0 f 0( ) (1 )( ) ( )g K F K F       (4) 

 0 B 0 f 0( ) (1 )( ) ( )g K F K F       (5) 

1. f 0( )F  と f 0( )F  を求めよ。 

2. B 0( ) 0F   であることを利用して, 
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が成り立つことを示せ。ここで

B 0( )a F  である。 



当問題では微小変形の球対称問題を考える。平衡方程式は体積力を無視できる場合,  

               
𝑑𝜎௥

𝑑𝑟
൅

2ሺ𝜎௥ െ 𝜎ఏሻ

𝑟
ൌ 0                                   ∙∙∙∙∙∙∙ ሺ1ሻ 

ひずみと変位の関係は,  

               𝜀௥ ൌ
𝑑𝑢
𝑑𝑟

 , 𝜀ఏ ൌ
𝑢
𝑟

                                   ∙∙∙∙∙∙∙ ሺ2ሻ 

と表すことができる。ここに, 𝑟 は中心からの距離, 𝜎௥, 𝜎ఏ はそれぞれ半径方向, 周方

向の応力, 𝜀௥ , 𝜀ఏ  はそれぞれ半径方向, 周方向のひずみ, 𝑢  は半径方向の変位である。 

 

第１問 𝜀௥, 𝜀ఏ が満足すべき適合条件式を求めよ。 

 

第２問 フックの法則が成り立つ弾性体では, 𝐴, 𝐵 を任意の定数として, 応力の一般

解が次式で表されることが知られている。 

               𝜎௥ ൌ 𝐴 ൅
2𝐵
𝑟ଷ  , 𝜎ఏ ൌ 𝐴 െ

𝐵
𝑟ଷ                           ∙∙∙∙∙∙∙ ሺ3ሻ 

この式が ሺ1ሻ 式の平衡方程式を満足することは明らかである。いま, ヤング率を 𝐸 , 

ポアソン比を 𝜈  として, 球対称問題におけるフックの法則を書き下し, ሺ3ሻ 式が第１

問で求めた適合条件式を満足することを示せ。 

 

 

以下では半径 𝑎 の球形の空孔を有する物体を考える。この物体はミーゼスの降伏条件

に従う弾完全塑性体で, 弾性変形時のヤング率を 𝐸 , ポアソン比を 𝜈 , 単軸引張時の

降伏応力を 𝑌 とする。また, 𝑎 は物体の大きさと比べて十分に小さいとする。ここに, 

「ミーゼスの降伏条件に従う弾完全塑性体」とは, 相当応力 𝜎ୣ୯ が 𝑌 になると降伏し, 

塑性変形域内では 𝜎ୣ୯ ൌ 𝑌（一定値）となることを意味する。なお, 相当応力 𝜎ୣ୯  は, 

3 つの主応力を 𝜎ଵ, 𝜎ଶ, 𝜎ଷ として, 次式で定義される。 

              𝜎ୣ୯ ൌ
1

√2
ඥሺ𝜎ଵ െ 𝜎ଶሻଶ ൅ ሺ𝜎ଶ െ 𝜎ଷሻଶ ൅ ሺ𝜎ଷ െ 𝜎ଵሻଶ              ∙∙∙∙∙∙∙ ሺ4ሻ 

 

第３問 空孔内で 𝑝  なる内圧が作用するとき, 弾性変形時における応力分布を求め

よ。また, 𝑝 を徐々に大きくする場合, 降伏が始まるときの 𝑝 の値（ 𝑝ଢ଼ とおく）を求

めよ。 

 

（次ページへ続く） 

中谷辰爾
テキストボックス
固体力学（午前）



第４問 𝑝 ൐ 𝑝ଢ଼  のとき, 弾塑性境界を 𝑟 ൌ 𝑐  とすると, 𝑎 ൑ 𝑟 ൑ 𝑐  の領域は塑性変形

域, 𝑟 ൒ 𝑐 の領域は弾性変形域となる。𝑟 ൌ 𝑐 における 𝜎௥ の値を求めよ。 

 

第５問 第４問で 𝑝 ൌ 𝑌  のとき, 𝑐  の値, および, 𝑎 ൑ 𝑟 ൑ 𝑐  と 𝑟 ൒ 𝑐  の各領域におけ

る応力分布を求めよ。 

 

第６問 𝑝 ൌ 𝑌 の状態から 𝑝 を零にしたときの残留応力分布を求めよ。ただし, バウ

シンガー効果は考慮しなくてよい。 

 

第７問 この物体がトレスカの降伏条件に従う弾完全塑性体の場合, 第３問～第６問

の結果はどうなるかを理由とともに簡単に述べよ。 

 



地球低軌道（円軌道）から出発する深宇宙探査機の地球脱出を，電気推進のような微小推力

のスラスタで実施することを検討する。地球低軌道から，連続的にスラスタを噴射して軌道

半径を徐々に高めていき，多周回後に地球重力圏を脱出するミッション（スパイラル上昇と

呼ぶ）を考えるとき，以下の問いに答えよ。運動はすべて，軌道面内のみを考慮するものと

する。 

 

第1問 地球低軌道（円軌道）の軌道半径を𝑟 ，地球の重力定数を𝜇とするとき，円軌道の軌

道速度𝑣 および軌道周期𝑇を求めよ。また軌道の力学的エネルギー𝐸が以下の式で表される

ことを示せ。 

𝐸 ൌ െ
𝜇

2𝑟
 

 

第 2 問 第 1 問の地球低軌道を出発軌道とし，微小推力スラスタが一定加速度𝑎で連続的に

噴射され，その噴射方向は常に軌道の接線方向に制御されるものとする。軌道一周あたりの

軌道変化は小さく（図１参照），近似的に円軌道まわりに線形化された以下の方程式に従う

ものとする。 

𝑑ଶ𝑥ሺ𝑡ሻ
𝑑𝑡ଶ െ 2𝜔

𝑑𝑦ሺ𝑡ሻ
𝑑𝑡

െ 3𝜔ଶ𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ 0 

𝑑ଶ𝑦ሺ𝑡ሻ
𝑑𝑡ଶ ൅ 2𝜔

𝑑𝑥ሺ𝑡ሻ
𝑑𝑡

ൌ 𝑎 

ここで𝑥ሺ𝑡ሻは動径方向, 𝑦ሺ𝑡ሻは接線方向の位置であり，𝜔は参照軌道（円軌道）の角速度で

ある。時刻𝑡 ൌ 0において，参照軌道上にいた探査機（つまり
ௗ௫ሺ଴ሻ

ௗ௧
ൌ ௗ௬ሺ଴ሻ

ௗ௧
ൌ 𝑥ሺ0ሻ ൌ 𝑦ሺ0ሻ ൌ

0）の1周期後の高度変化𝛿𝑟ሺ𝑇ሻ ൌ 𝑥ሺ𝑇ሻ െ 𝑥ሺ0ሻを求めよ。また，1周期後の軌道が円軌道に

なっていることを示せ。  

 

第3問 軌道一周あたりの累積増速量を𝛿𝑣 ൌ 𝑎𝑇と置く。第2問から求まる𝛿𝑟と𝛿𝑣の関係を

用いて，軌道半径𝑟の円軌道から軌道半径𝑅（ただし𝑅 ൐ 𝑟）の円軌道にスパイラル上昇にて

遷移する際に必要な総増速量（ΔV）を求めよ。 

 

第 4 問 微小推力スラスタによるスパイラル上昇にて地球低軌道から地球重力圏を脱出

（𝑅 → ∞）する電気推進宇宙機と，大推力のロケットエンジンにより地球低軌道から瞬発的

に 1 回のΔV を実施することで地球重力圏脱出軌道に遷移する通常のロケットを比較する。

電気推進宇宙機が地球圏脱出に要するΔVは，通常のロケットが地球圏脱出に要するΔV の

何倍か。 
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中谷辰爾
テキストボックス
航空宇宙システム学（午前）



 
図１ 

  



図１のように半径𝑎, 質量𝑚の軸対称で剛な物体を⽔平⾯上に静⽌させておき, 中⼼O

からℎだけ上の点に時刻𝑡 ൌ 0に撃⼒𝑃を⽔平に加える。ただし, 撃⼒の作⽤点と物体の
重⼼は同じ鉛直⾯内にあり, 物体の密度は⼀様である。 

 

第１問 以下のそれぞれの場合について, この軸対称物体が滑ることなく転がるため
の h を求めよ。 

1. 軸対称物体が円板のとき。 

2. 軸対称物体が球のとき。 

3. 軸対称物体が薄い球殻のとき。 

 

以降の問いにおいて, 任意の ℎ ሺ0 ൑ ℎ ൏ 𝑎ሻ について検討せよ。ただし, 軸対称物体
と⽔平⾯の間の動摩擦係数を𝜇 , 重⼒加速度を𝑔 , 回転軸まわりの慣性モーメントを𝐼

とする。 

 

第２問 撃⼒を加えた後の軸対称物体の重⼼の移動速度𝑢ሺ𝑡ሻ , および回転⾓速度𝜔ሺ𝑡ሻ

を時間の関数として求めよ。 

 

第３問 軸対称物体が図 1 に⽰す⾼さ𝐻 ሺ0 ൑ 𝐻 ൏ 𝑎ሻの段差を乗り越えるための撃⼒
𝑃の条件を求めよ。ただし, 段差に到達するまでに軸対称物体は滑ることなく転がり
始めており, その後の軸対称物体と⽔平⾯の間の摩擦はなく, 軸対称物体は段差の⾓
で滑りもはねかえりもしない。 

 
図 1 

  

中谷辰爾
テキストボックス
推進工学（午前）
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